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Communicated by E. Lukacs 
Soitf une fonction caracteristique indefiniment divisible de plusieurs variables, 
sans facteur normal et ayant une mesure de Poisson continue. Dans cet article, 
sont dorm&es quelques conditions suffisantes pour que f ait un facteur inde- 
composable. Ces conditions sont inttressantes car elles s’appliquent au cas de 
mesures de Poisson singulieres. 
1. INTRODUCTION 
Soit f une fonction caractkristique indkfiniment divisible des n variables 
t = (t1 )...) t,J. On sait que f admet une representation unique de la forme 
suivante: 
logf(t) = iP(t> -Q(t) + 1 [e' *(t,z) - 1 - z.(t, x)(1 + 1 x /‘y] /L(dX) (1) 
oh P est une forme lirkaire rkelle, Q une forme quadratique positive ou nulle 
et TV, une mesure positive ou nulle vkrifiant les deux conditions: 
Pm = 0, 
s I x I2 (1 + I 2 I”>-‘cl(~4 < + co. 
Nous supposons ici que f n’a pas de facteur normal (c’est h dire Q = 0) et que 
p est une mesure continue1 et bornke. (1) devient alors 
logf(t) = P(t) + 1 [eiCtez) - l] r*(k) (2) 
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1 Id et dam la suite, les notions de continuite sont par rapport B la mesure de Lebesgue 
sur R”. 
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ou P est une forme lintaire reelle (en general differente de celle de (1) et que l’on 
peut, saris restreindre la generalite, supposer nulle pour les problemes de 
decomposition) et p est une mesure positive, continue et bornte. Dans de 
precedents travaux, nous avons compktement &udiC l’arithmetique de ces 
fonctions dans le cas ou p est absolument continue [l, 2] et indique dans [3] 
quelques rtsultats relatifs au cas gCnCra1. Nous nous proposons d’indiquer 
ici des extensions du theoreme 4 de [3]. Ces extensions constituent une modeste 
contribution a un probleme formule il y a quelques an&es par R. Shim&u [4]. 
2. IZNONCB DES RkULTATs 
Pour 1’CnoncC des rbultats, nous introduisons les d&initions et notations 
suivantes: 
DEFINITION (cf., Shimizu [4]). Soit TV une mesure definie sur les boreliens de 
Rn et A, la boule ouverte cent&e a l’origine et de rayon E. Pour un point m E R”, 
nous notons pm,E la mesure definie par 
h@) = dP - 4 f-7 4 
oh B - m = {x : x = y - m, y E B}. Nous disons que m, ,..., m, sont des 
points semblables de TV si, pour tout E positif assez petit, les deux conditions 
suivantes sont verifiees 
+mr c ---.-A- > K > 0 dv, 
(p.p. - v,), 
(ici et dans la suite, les d&iv&es sont au sens de Radon-Nikodym) 
Notations. Dans la suite, p, q, t et s sont des entiers verifiant 
(3) 
(4) 
4 > 0; r > 0; O<S<Y 
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Nous posons pour simplifier 
a, = (P - 1)’ + s, 
a2 = Pr + 4 
a3 = qy + s, 
a4=(4+l)r+s, 
b, = s, 
bi = aj , 2<j,<4 
’ = I 
l/Y si s = 0, 
l/(p.g.c.d. de r et s) si s # 0. 
Shimizu a pose le probleme de determiner les ensembles de points semblables 
de la mesure p tels que la fonction caracteristique indefiniment divisible 
correspondant A p ait un facteur indecomposable. Dans cette directions, nous 
avons les theoremes suivants: 
THBOR~ME 1. Si p est ne’gatif et si, pour un h E Rn - {0}, les points a,& a&, 
a,& a,X sont des points semblables de la mesure continue p, alors la fonction carac- 
thistique f dt$nie par (2) a un facteur indkomposable. 
TH&OR&ME 2. Sip 3 0, q - ps > sup((pr + l)(p - l), p + 1) et sipour un 
h E R” - (01, les points a,& a&, a&, a4A sent des points semblables de la mesure 
continue p, alors la fonction caracthistiquef dt@.ziepar (2) a un facteur dtkomposable. 
THBOR~ME 3. Si p > 1, 4 > (pr + I)p + ps et si pour un h E An - (01, 
les points b,A, b,A, b,h, b&A sont des points semblables de la mesure continue p, alors 
la fonction caracthistique f dt$nie par (2) a un facteur indkcomposable. 
Remarques 1. Dans le cas Y = 1 (auquel cas s = 0), des theoremes 1 et 2, 
on deduit le Theo&me 4 de [3]. 
2. Si la mesure p est absolument continue et si n = 1, ces theoremes 
permettent de redemontrer les resultats de [I]. 
3. Enfin, signalons le corollaire suivant du theoreme 1 qui peut &tre 
inttressant si l’on veut construire une thtorie de la decomposition des fonctions 
caracteristiques indefiniment divisibles symetriques. 
COROLLAIRE. Soient 01 et /3 deux entiers v&z$ant 0 < @ ,( 01. Si, pour un 
h E Rn - {0}, j&, -&(a + p)h sont des points semblables de la mesure continue p, 
alors la fonction caractkristique f d+nie par (2) a un facteur indkcomposable. 
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3. QUELQUES RBSULTATS AUXILIAIRES 
Now. etablissons maintenant quelques lemmes, le premier Ctablissant une 
propriete simple des mesures continues et les autres de nature arithmetique. 
Des cas particuliers des lemmes 1 et 2 ont CtC indiques dans [3]. Bien que les 
demonstrations indiquees dans [3] s’ttendent facilement, nous indiquerons 
neanmoins une demonstration pour &tre complets. 
LEMME 1. Soit m une mesure positive, continue et concentrLe dans A, et telle que 
m(4) > 0 
quel que soit r) < E. Si k est un entier plus grand que 1, il existe une mesure v  concentrt?e 
dans A, et une constunte C telle que 
4%) > 0, (5) 
v  < m*k, (6) 
v  < Cm. (7) 
DLmonstration. Nous commencons par montrer par recurrence que si, pour 
un ensemble borelien B, m(B) > 0, alors m*“(B) > 0. En effet, 
m*“(B) = 
I 
xe(u + t) m*tk-l)(du) m(dt) 
oh xB est l’indicatrice de I’ensemble B. Si nous posons 
g(t) = i Q(U + t) m*tk--l)(du), 
g est une fonction continue et puisque 
g(0) = / xB(u)m*fk-l)(u) = rn*("-l)(B) > 0 
d’apres l’hypothtse de recurrence, il existe un voisinage N de l’origine oti 
s(t) > 0. 
Mais alors 
m*“(B) Z j, g(t) dm(t) > 0. 
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Soient maintenant 1, Mi et M,, d&finis par 
I = m + m*h, 
Mj= x:~&- 
I 
dm(x) 1 1 
II 
(j = I, 2 )... .), 
M,= /x:$&O/ = fi Mj 
j=l 
Alors 
mWoc) = 1 MOD 
qz(dx) = 0. 
11 existe done un p tel que 
et, d’aprks ce qui prkctde 
De plus, puisque 
m(M,) > 0 
m*“(M,) > 0. 
m(M,) = I,, w l(h) > Z(M,) = m(M,) + m*k(M,) 
on a 
m*“(M,) = 0, 
c’est ti dire p > 1. 
Soient v et X les mesures dkfinies par 
v(B) = rn*‘<(B n M,); h=m+v. 
Puisque M, C A, , (5) et (6) sont vkrifites. Si nous posons 
alors, puisque M contient M, , on a 
v(Mc) = 0. 
La relation 
4’V = 1,. q h(dx) < $ JMc h(dx) = $ m(Mc) 
implique alors 
m(M”) = 0, 
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c’est g dire 
M4 > r -zi-‘p (P.P. - A)? 
d’oh I’on dCduit (7) avec C = p - 1. 
LEMME 2. Soit k > q - p. Tout nombre de la forme 
n = mr + ks 
(m entier positif ou nul) et vthfiant 
admet une reprthntation de la forme 
4 
n = C cxjaj , 
j=l 63) 
les a9 e’tant des entiers posit@ ou nuls vbrijant 
Demonstration. On a 
k(p - 1) < m d 47 + 1) 
Soient u, T, (I’ et 7’ les entiers d&finis par 
m - k(p - 1) = u(q - p + 2) + T (0 <T <cl--P+a, 
k(q + 1) - m = u’(q - p + 2) + T’ (0 < 7’ < q -p + 2). 
Si u + 7 < k, alors une solutions de (8) est don&e par 
a1 = k - (u + T), CL2 = 7, 013 = 0, a4 = u. 
Si u f 7 > k, on montre facilement que U' + 7’ Q k et une solution de (8) 
est don&e par 
a1 = u’, % = 0, Cg = T’, a4 = k - (u’ + 7’). 
LEMMB 3. Soient q > 2p > 0 et k 2 q(q -p)p-1. Tout nombre n de la 
f OYme 
n = mr + ks 
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et v.Gri$ant 
admet une reprbentation de la forme 
n = i &bj , 
j=l 
les /Ii itant des entiers positifs 021 nuls vCrifant 
Dt!monstration. Nous commenqons par montrer que si j > q -p, tout 
nombre d vkrifiant 
(j - l)P d d <j(q + 1) 
admet une reprksentation de la forme 
d = J+P + cLq + 4q + 1) (9) 
oti A, TV, v sont des entiers positifs ou nuls vkrifiant 
x+p+v<j. 
En effet, si j 3 q - p, 
In - l)P, A4 + I)1 
= Ki - l)!l? (.i - l)(q + 1)l u K&i - 1) 4 + P, $21 ” C&t j(Q + 111. 
Si jq < d < j(q + 1) ou (j - 1)q < d < (j - l)(q + 1) et si d = aq + 7 
(0 < T < q), une solution de (9) est don&e par h = 0, p = u - T, v = 7. Si 
(j-l)q+p~d<<qetsid-p=uq+~(O~~<q),unesolutionde(9) 
estdonnCeparh=l,p=a-T,V=T. 
Mais, si k > q(q - p)p-‘, alors 
PP, 4q + 1)l C 6 l-G - 1)s j(q + 111 
k-8 
et, par conskquent, tout nombre d vkifiant 
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admet une reprksentation de la forme 
d = xp + pq + 44 i 1) 
A, ,u et v  ktant des entiers positifs ou nuls vhifiant 
et on vkrifie facilement que ceci est Cquivalent B l’Cnonc& du lemme. 
LEMME 4. Sip < 0 < q, il existe des entiers positijs ou nuls u et v  vhifiant 
a2 < ual + vu, + (pr + 1 - u - v)ag < a3 . 
Emonstration. Si p&q + Sk -P>-’ n’est pas un entier, une solution est 
don&e par u = 0 et v  l’entier dCfini par 
0 < POY + s>(a -PI-' < 7J < p(v + s)(q -p>-' + 1 < py + 1. 
si Ph + ok -PF' est entier, une solution est don&e par u = 1 et v  l’entier 
dCtini par 
0 < (PO?? + 4 - l)(q -PF' < V < (P(V + s) - l)(q -PI-' + 1 < pr. 
4. DEMONSTRATION DU THBOGME 1 
Soit ~(0 < E < 4) un nombre fix15 de man&e que les relations (3) et (4) de la 
dCfinition soient vCrifiCes. Posons pour simplifier (avec les notations de la 
definition) 
A = A,, KpE = m 
et dkfinissons la mesure p’ par 
p’(B) = i m(B n (A + afl)) - ~Y(B n (A + bh)) 
j=l 
pour tout ensemble bortlien B oh Y est la mesure dCfinie dans le Lemme 1 pour 
k = 1 + pr et 
b = ua, + vu2 + (PY + 1 - u - o)ag , 
u et v  ktant Ies entiers dkfinis au Lemme 4. 
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Si nous montrons que pour q positif assez petit, la mesure 
exp(p’) = f p’*j(j!)-l 
j=o 
est positive ou nulle, alors la fonction g definie par 
log&) = 1 (ei’-’ - 1) $(dx) 
sera une fonction caracteristique ayant un facteur indecomposable. 
Puisque CL’ < CL, g divisera f et le theoreme sera Ctabli. 
Or pour montrer que la mesure (8) est positive ou nulle, il suffit de montrer 
que les mesures 
et 
CL ‘*j 4-PPj<%--PP) 




*  p’*‘+Q+“’ 
et on montre facilement par recurrence que toutes les mesures p’*j avec j 3 q - p 
sont positives ou nulles, ce qui montre la positivite de exp(y’). 
Or considerons les mesures p’*j pour j > q -p. Elles ne peuvent &re 
negatives que par la presence de termes Cgaux aux translates de la mesure 
+$“B * m*(i-R) 
dans les intervalles de longueur 2je cent& aux points de la forme 
oh les cu, sont des entiers positifs ou nuls et /l un entier positif impair verifiant 
Mais un tel point est compris entre ka, et Ku, et, d’aprb le Lemme 2, il est 
representable sous la forme xi=, or,‘a, avec xi-r 0~~’ = j. Done, sur cet 
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intervalle, on trouve aussi le translate de la mesure m*j et on deduit alors 
aisement de (7) que les mesures p’*j sont positives ou nulles si 71 est positif 
assez petit pour 4 - p < j < 2(q - p). 
Considerons maintenant la mesure (10) avec J = (pr + l)(p - p). Elle ne 
peut Ctre negative que par la presence des translates de la mesure 
dans les intervalles de longueur 2je concentres aux points 
avec 0 < p < k < q - p. Mais, d’apres la definition de 6, un tel point est aussi 
de la forme 
il %’ = Pr + 1. 
Done, sur cet intervalle, on trouve aussi le translate de la mesure rn*(j+gpr) et, 
d’aprb (6), la mesure (10) est aussi positive ou nulle si 71 est positif assez petit, ce 
qui demontre le theoreme. 
5. DEMONSTRATIONS DES THJ'AO&MES 2 ET 3 
Les demonstrations sont fort semblables a celles du Theo&me 1 et seront 
done abregees. Pour le ThCoreme 2, commencons par remarquer que l’on n’a 
(P’ + l)(P - 1) <P + 1 
que dans les deux cas suivants: p < 1, p = 2 et s = 0. 
Nous definissons la mesure pi par 
p’(B) = i m(B n (A + a$)) - y(B n (A + bA)) 
i=l 
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pour tout ensemble borelien B, m et A Ctant d&finis comme au ThCoreme 1 et 
sip > 2 ou p r: 2, s + 0 
sip = 2, s = 0, 
sip= l,s#O, 
sip= l,s==O, 
4r + s + 4 - r) + (PY - 4s avec ps < u < pr si p = 0, s + 0 
sip-s-0 
On remarque que ua < 6 < ua et que 
b = f ajq 
j=l 
avec 
On montre alors en utilisant la methode du Theo&me 1 que la mesure exp(p’) 
est positive ou nulle et que par consequent la fonction g dtfinie par 
logg(t) = j (eioge) - 1) I’ 
est une fonction caracteristique qui n’est pas indefiniment divisible et qui 
divise f, ce qui demontre le ThCortme 2. 
Pour demontrer le ThCoreme 3, nous definissons de m&me la mesure t.~’ par 
/L’(B) = i m(B n (A + &A)) - rl~(B n (A + CA)) 
j=l 
Oh 
c = (P’ + l)(PY + 4 
On montre alors en utilisant la methode precedente et le Lemme 3 que /A’*$ est 




est positive ou nulle si 7 est positif assez petit, d’oh l’on deduit precedemment le 
Theoreme 3. 
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